Field theoretic renormalization group in a model of anisotropic growth of an interface by Antonov, Nikolay V. & Kakin, Polina I.
2016 ВЕСТНИК САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКОГО УНИВЕРСИТЕТА Сер. 4. Том 3 (61). Вып. 4
ФИЗИКА
УДК 538.955
Н.В.Антонов, П.И.Какинь
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Исследуется влияние турбулентного перемешивания на случайный анизотропный рост
границы раздела фаз в задаче о выпадении осадка на подложку. Рост описывается моделью
Вольфа — анизотропным обобщением модели Кардара—Паризи—Занга. Турбулентное ад-
вективное поле скорости моделируется анизотропным ансамблем Авельянеды—Майда. Гаус-
сова статистика с корреляционной функцией 〈vv〉 ∝ δ(t− t′)δ(k‖) k−d+1−ξ⊥ , где k — волновое
число и 0 < ξ < 2 — свободный параметр. С использованием теоретико-полевой группы
перенормировок установлены неподвижные точки модели со скоростью и без неё — послед-
ние оказываются в согласии с результатами Вольфа. Показано, что при пространственной
размерности d = 2 все найденые неподвижные точки стягиваются в одну; однако, это не
противоречит существованию физической сильно взаимодействующей точки модели Карда-
ра—Паризи—Занга, которая должна сохраняться и в этой модели. Включение поля скоро-
сти разрушает стабильность неподвижных точек модели и запрещает седловую точку моде-
ли Кардара—Паризи—Занга. Практические вычисления координат неподвижных точек и их
области стабильности вычисляются в первом порядке (двойного) разложения по ξ и ε = 2−d
(однопетлевое приближение). Библиогр. 30 назв. Табл. 1.
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We study eﬀects of turbulent mixing on the random growth of an interface in the problem of the
deposition of a substance on a substrate. The growth is described by the Wolf model — anisotropic
generalisation of Kardar—Parisi—Zhang model. The turbulent advecting velocity ﬁeld is mod-
elled by the anisotropic Avellaneda—Majda ensemble. Gaussian statistics with the correlation
function 〈vv〉 ∝ δ(t − t′)δ(k‖) k−d+1−ξ⊥ , where k is the wave number and 0 < ξ < 2 is a free pa-
rameter. Using the ﬁeld theoretic renormalization group we establish existence of the ﬁxed points
both for the model without advection and for the model with it — in the former case the results
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are in a good adreement with those of Wolf. It turns out that in the case of spacial dimension
d = 2, all found ﬁxed points converge to one — a Gaussian point; nevertheless, this does not
forbid the existence of the physical “non-perturbative” strong-coupling ﬁxed point of Kardar—Pa-
risi—Zhang model which can survive in our model. Addition of the velocity ﬁeld destroys stability
of the ﬁxed points and forbids “good” perturbative ﬁxed point of Kardar—Parisi—Zhang model.
Practical calculations of the ﬁxed point coordinates and their regions of stability are calculated
to the ﬁrst order of the (double) expansion in ξ and ε = 2− d (one-loop approximation). Refs 30.
Tables 1.
Keywords: non-equilibrium systems, renormalization group, critical behavior, scaling.
Введение и описание моделей. В течение последних десятилетий процессы ро-
ста в различных физических системах вызывали неослабевающий интерес. Это фронты
отвердевания и пламени, дым и коллоидные агрегаты, опухоли и т. п. (см., например,
[1–9]). Наиболее характерный пример — выпадение осадка на подложку и рост соответ-
ствующей фазовой границы. Ряд микроскопических моделей был выдвинут для описа-
ния этих явлений: модель Идена [6], Эдвардса—Вилкинсона [7], ограниченные модели
твёрдое тело — на твёрдом теле [8], балистическое выпадение [9], и это ещё не полный
список.
Все процессы роста имеют несколько важных общих черт с поведением равновесных
почти критических систем: а именно самоподобное (скейлинговое) поведение (степен-
ные зависисмости) с достаточно универсальными (не зависящими от особенностей кон-
кретного процесса) индексами. Отсюда естественным образом вытекает определение
универсальных свойств процессов роста на основе определённых упрощённых моделей
для сглаженного (крупнозернистого) поля высоты по аналогии с теорией критического
состояния, где большинство типичных классов универсальности (типов критического
поведения) описываются классической моделью ϕ4 [10, 11]. В качестве крупнозерни-
стой модели роста обычно используется модель Кардара—Паризи—Занга (КПЗ) [12],
описываемая нелинейным диференциальным уравнением
∂th = ν0 ∂2h+ λ0(∂h)2/2 + f. (1)
Здесь поле высоты h(x) = h(t,x) зависит от d-мерной координаты подложки x, ∂t =
= ∂/∂t, ∂i = ∂/∂xi, ∂2 = ∂i∂i — оператор Лапласа, и (∂h)2 = ∂ih∂ih; суммирование
по повторяющимся тензорным индексам везде подразумевается. Первый член в правой
части уравнения (1) описывает поверхностное натяжение с коэффициентом ν0 > 0.
Второй член представляет рост вдоль локальной нормали к поверхности. Параметр λ0
может иметь любой знак.
Далее: f = f(x) — гауссов случайный шум с нулевым средним и заданной парной
корреляционной функцией
〈f(x)f(x′)〉 = D0δ(t− t′)δ(d)(x− x′) (2)
с положительным амплитудным множителем D0 > 0.
Строго говоря, чтобы исключить линейный во времени рост среднего значения 〈h〉,
нужно ввести ненулевое среднее значение 〈f〉. Поскольку нас интересуют величины,
которые включают только разности полей, средними значениями можно одновременно
пренебречь.
Модель (1), (2) появилась впервые в основополагающей статье Форстера, Нельсона
и Стефена [13] в терминах чисто продольного (потенциального) векторного поля ui =
= ∂ih. Тогда для λ0 = −1 она представляет d-мерное обобщение уравнения Бюргерса.
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Его также можно отобразить на модель ориентированных полимеров в случайной среде
и на модель многочастичной бозе-системы с притяжением (см., например, [14]).
В публикациях [15–18] рассматривались случаи анизотропной модели КПЗ. Анизо-
тропию в таких задачах можно вводить следующим образом: пусть константа n — еди-
ничный вектор, определяющий выбранное направление (направление наклона). То-
гда любой вектор можно разложить на компоненты, ортогональные и параллельные
n. В частности, для d-мерной горизонтальной координаты x имеем x = x⊥ + nx‖,
где x⊥ · n = 0. Производную в полном d-мерном x пространстве можно обозначить
∂ = ∂/∂xi, где i = 1 . . . d, а производную в подпространстве, ортогональном n, как
∂⊥ = ∂/∂x⊥i, где i = 1 . . . d − 1. Тогда производная вдоль паралелльного направления
будет записываться ∂‖ = n · ∂.
С такими обозначениями анизотропная КПЗ — модель Вольфа [15] — будет выгля-
деть
∂th = ν‖0 ∂2‖h+ ν⊥0 ∂
2
⊥h+
1
2
λ‖0(∂‖h)2 +
1
2
λ⊥0(∂⊥h)2 + f. (3)
Исследование этой модели с помощью ренормгрупповых уравнений Вильсона дало
ряд неподвижных точек, согласующихся с изотропным случаем.
Теоретико-полевая ренормировочная группа (РГ) предоставляет мощную количе-
ственную теорию критического состояния [10, 11]. В РГ-подходе возможные классы
универсальности связаны с инфракрасными притягивающими фиксированными точ-
ками перенормируемых теоретико-полевых моделей.
РГ-анализ модели КПЗ, начатый в [12, 13], в конечном итоге (после некоторого
недопонимания) привёл к следующим заключениям [19, 20]. В теоретико-полевой фор-
мулировке стохастическая задача (1), (2) мультипликативно перенормируема. Нели-
нейность (∂h)2 в (3) ИК-несущественна (в смысле Вильсона) для d > 2, логарифмична
(погранична) для d = 2 и существенна для d < 2. Таким образом, её можно изучать
с помощью стандартной пертурбативной РГ и разложения по ε ≡ 2 − d. Соответству-
ющие РГ-уравнения обладают нетривиальной фиксированной точкой с критическими
индексами χ = 0, z = 2 (точное соотношение χ + z = 2 продиктовано галилеевой сим-
метрией). Тем не менее фиксированная точка для ε < 0 ИК-отталкивающая, тогда
как для ε > 0 она не лежит в физической области параметров модели (D0, κ0 > 0) и,
таким образом, едва ли может описывать ИК-асимптотическое поведение задачи. Все
эти результаты являются «пертурбативно точными», т. е. точными во всех порядках
разложения по ε.
Тем не менее можно предположить, что модель КПЗ содержит гипотетическую
ИК-притягивающую «сильно взаимодействующую» фиксированную точку, не прояв-
ляющуюся в рамках какой-либо теории возмущений. Тогда для d = 1 флуктуационно-
диссипационная теорема вместе с галилеевой симметрией даёт точные значения χ = 1/2,
z = 3/2 [12, 13]. Сделав дополнительные (довольно нетривиальные) предположения,
можно получить точные значения критических индексов для случаев d = 2 и d = 3
[21]. Доказательство существования сильно взаимодействующей точки, обеспечиваемое
так называемой функциональной (также известной как «точная», или «непертурбатив-
ная») РГ [22, 23], хотя и убедительно, количественно всё ещё недостаточно надёжно,
и саму ситуацию нельзя считать удовлетворительной.
Для анизотропной КПЗ задача о существовании сильно взаимодействующей точки
ещё не была решена.
Хорошо известно, что поведение реальных систем вблизи критических точек крайне
чувствительно к внешним воздействиям. Некоторые воздействия могут менять тип фа-
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зового перехода или порождать новые классы универсальности. Исследования влияния
различных типов детерминистских или хаотических течений на поведение критических
систем показали, что они могут разрушить обычное критическое поведение: оно может
смениться на поведение типа среднего поля или, при выполнении определённых усло-
вий, может перейти в более сложное, описываемое неравновесными классами универ-
сальности [24–26].
Исследование модели КПЗ под влиянием поля скорости, описываемого ансамблем
Казанцева—Крейчнана [27], представлено в [28]. Оказалось, что система демонстриру-
ет различные типы ИК-поведения, связанного с четырьмя возможными неподвижными
точками РГ-уравнений. В дополнение к известным режимам (обыкновенная диффузия,
обыкновенный процесс роста и пассивное адвективное скалярное поле) был найден но-
вый неравновесный класс универсальности.
В нашей работе изучается модель анизотропного роста Вольфа [15] и её поведение
под влиянием случайного (турбулентного) анизотропного движения жидкости, содер-
жащей растворённые частицы, — d-мерного обобщения ансамбля Авельянеды—Майда
[29]. Перенос полем скорости v(x) ≡ {vi(x)} вводится заменой
∂t → ∇t = ∂t + vi∂i, (4)
где ∇t — галилеево-ковариантная (лагранжева) производная.
Будем рассматривать поле скорости в виде
v = nv(t,x⊥),
где v(t,x⊥) не зависит от x‖. При таком определении автоматически выполняется усло-
вие несжимаемости
∂ivi = ∂‖v(t,x⊥) = 0.
Мы считаем, что v(t,x⊥) имеет гауссово распределение с нулевым средним и парным
коррелятором вида
〈v(t,x⊥)v(t′,x′⊥)〉 = δ(t− t′)
∫
dk
(2π)d
exp {ik · (x− x′)}Dv(k) =
= δ(t− t′)
∫
dk⊥
(2π)d−1
exp {ik⊥ · (x⊥ − x′⊥)} D˜v(k⊥), (5)
где k⊥ = |k⊥| и Dv — скалярные коэффициенты:
Dv(k) = 2πδ(k‖) D˜v(k⊥), D˜v(k⊥) = B0 k
−d+1−ξ
⊥ ,
B0 > 0 — амплитудный множитель; показатель 0 < ξ < 2 — свободный параметр,
который можно рассматривать как своего рода показатель Гёльдера, который харак-
теризует «негладкость» поля скорости; «колмогоровским» значением ξ будет ξ = 4/3,
тогда как «бэтчелоровский» предел ξ → 2 будет относиться к случаю очень гладкой
скорости. Обрезание в интеграле (5) снизу в k = m, где m ≡ 1/L отвечает интеграль-
ному масштабу турбулентности L, обеспечивает ИК-регуляризацию. Его точная форма
не важна; резкое обрезание — простейший выбор из практических соображений.
План работы. Вначале приводится теоретико-полевая формулировка стохастиче-
ской задачи (3) и стохастической задачи со скоростью, а также диаграммная техника.
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Затем проводится анализ ультрафиолетовых (УФ) расходимостей обеих моделей и пока-
зывается их мультипликативная перенормируемость. Обсуждаются неподвижные точ-
ки РГ-уравнений для модели без скорости и со скоростью, области их ИК-стабильности
в пространстве параметров ε, ξ. Затем анализируются полученные результаты.
Теоретико-полевая формулировка моделей. Рассмотрим сначала исходную
модель Вольфа без адвекции. Согласно общему утверждению [10, 11], стохастическая
задача (3) эквивалентна теоретико-полевой модели двух полей Φ = {h, h′} с функцио-
налом действия
S(Φ) = 1
2
h′h′ + h′
{
−∂th+ 12λ‖0(∂‖h)
2 +
1
2
λ⊥0(∂⊥h)2 + ν⊥0 ∂2⊥h + ν‖0 ∂
2
‖h
}
, (6)
(мы положили D0 = 1). Здесь и далее все необходимые интегрирования по x = (t,x)
и суммирования по повторяющимся тензорным индексам подразумеваются, например,
h′h′ =
∫
dt
∫
dx h′(t,x)h′(t,x).
Теоретико-полевая формулировка означает, что различные корреляционные функ-
ции и функции отклика стохастической задачи (3) могут быть соотнесены с различ-
ными функциями Грина теоретико-полевой модели с действием (6). Иными словами,
они представляются функциональными средними по полному набору полей Φ = {h, h′}
с весом expS(Φ).
Затравочные пропагаторы в соответствующей диаграммной технике Фейнмана
определяются свободными (билинейными по полям) частями действия (6). В частотно-
импульсном (ω—k) представлении они имеют вид
〈hh′〉0 = 〈h′h〉∗0 = {−iω+ ε(k)}−1 , 〈hh〉0 =
{
ω2 + ε2(k)
}−1
, (7)
где ε(k) = ν2‖k
2
‖ + ν
2
⊥k
2
⊥.
В этой модели две вершины взаимодействия: 1/2λ‖h′(∂‖h)2/2 и 1/2λ⊥h′(∂⊥h)2/2.
Включение поля скорости v(x) ≡ {vi(x)} выполняется подстановкой (4) в (3) и,
далее в (6). Полная задача тогда становится эквивалентна теоретико-полевой модели
трех полей Φ = {h, h′,v} с функционалом действия
S(Φ) = 1
2
h′h′ + h′
{
−∇th+ 12λ‖0(∂‖h)
2 +
1
2
λ⊥0(∂⊥h)2 + ν⊥0 ∂2⊥h+ ν‖0 ∂
2
‖h
}
+ Sv. (8)
Последний член отвечает гауссову усреднению по полю v с коррелятором (5):
Sv = 12
∫
dt
∫
dx⊥dx′⊥v(t,x⊥)D˜
−1
v (x⊥ − x′⊥)v(t,x′⊥).
Таким образом, диаграммы Фейнмана для полной модели (8) включают, в дополне-
ние к (7), новый пропагатор (5) и новую вершину −h′(v∂‖)h.
Роль констант взаимодействия в обыкновенной теории возмущений играют три па-
раметра: g⊥ и g‖ — для модели без скорости и параметр w в модели со скоростью:
λ‖0 = g‖0ν
5/5
‖0 ν
1/4
⊥0 , λ⊥0 = g⊥0ν
1/4
‖0 ν
5/4
⊥0 , B0 = ν‖0w0.
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УФ-расходимости и перенормировка. Хорошо известно, что анализ УФ-расхо-
димостей основывается на анализе канонических размерностей («подсчёт степеней»)
[10, 11]. Динамические модели типа (6) и (8) имеют три независисмых масштаба: вре-
менной масштаб T и два масштаба длины — L⊥ и L‖.
Таким образом, каноническая размерность некоторой величины F (поля или пара-
метра в функционале действия) может быть полностью описана тремя числами: ча-
стотной размерностью dωF и двумя импульсными размерностями d
⊥
F и d
‖
F :
[F ] ∼ [T ]−dωF [L⊥]−d⊥F [L‖]−d
‖
F .
Они находятся из очевидных условий нормировки d⊥k⊥ = −d⊥x⊥ = 1, d
‖
k⊥ = −d
‖
x⊥ = 0,
dωk⊥ = d
ω
k‖ = 0, d
ω
ω = −dωt = 1 и из требования, чтобы каждый член функционала
действия был безразмерным (по отношению к импульсным и частотной размерностям
отдельно). Тогда, основываясь на d⊥F , d
‖
F и d
ω
F , можно ввести полную каноническую раз-
мерность dF = d⊥F+ d
‖
F + 2d
ω
F (в свободной теории, ∂t ∝ ∂2). В теории перенормировки
динамических моделей эта величина играет ту же роль, что и привычная (импульсная)
размерность в статических задачах [11, гл. 5].
Канонические размерности полей и параметров в моделях (6), (8) представлены
в таблице. Она также включает перенормированные параметры (те, что без нижнего
индекса «0») и перенормировочную массу μ.
Канонические размерности полей и параметров в моделях (6), (8)
F h′ h ν⊥ ν‖ λ⊥ λ‖ g⊥ g‖ B w μ
dωF 1/2 −1/2 1 1 3/2 3/2 0 0 1 0 0
d
‖
F 1/2 1/2 0 −2 −1/2 −5/2 0 0 −2 0 0
d⊥F (d− 1)/2 (d− 1)/2 −2 (−3− d)/2 (1− d)/2 −(d− 1)/2 1− d/2 1− d/2 ξ 0 1
dF d/2 + 1 d/2− 1 0 0 (2− d)/2 (2− d)/2 1− d/2 1− d/2 ξ 0 1
Из таблицы следует, что модель (6) логарифмична при d = 2, когда константы
взаимодейтсвия g⊥0, g‖0 одновременно становятся безразмерными. Отсюда УФ-расхо-
димости в функциях Грина предстают в виде полюсов по ε = 2− d.
Модель (8) логарифмична при d = 2 и ξ = 0. УФ расходимости предстают в виде
полюсов по ε, ξ и, в общем случае, по всем их линейным комбинациям.
Полная каноническая размерность произвольной 1-неприводимой функции Грина
Γ = 〈Φ . . .Φ〉1−н, где Φ = {h, h′}, в частотно-импульсном представлении даётся соотно-
шением
dΓ = d + 2− dhNh − dh′Nh′ , (9)
где Nh, Nh′ — числа соответсвующих полей, входящих в функцию Γ [11].
Полная размерность dΓ в логарифмической теории — это формальный индекс УФ-
расходимости: δΓ = dΓ|ε=0. Поверхностная УФ-расходимость, для исключения которой
нужны контрчлены, может быть только в тех функциях Γ, для которых δΓ — неот-
рицательное целое. Контрчлен — полином по частотам и импульсам степени δΓ (при
условии, что подразумевается соглашение ω ∝ k2).
Если по какой-либо причине некоторое число внешних импульсов возникает как
общий множитель во всех диаграммах данной функции Грина, то реальный индекс
расходимости δ′Γ будет меньше, чем δΓ на соответсвующее число единиц. Именно
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это и происходит в обеих рассматриваемых моделях: поле h входит в вершины
1/2λ‖h′(∂‖h)2/2, 1/2λ⊥h′(∂⊥h)2/2 и −h′(v∂‖)h только в форме пространственной произ-
водной. Поэтому любое появление h в какой-либо функции Γ приводит к такому внеш-
нему импульсу и реальный индекс расходимости даётся выражением δ′Γ = δΓ − Nh.
Более того, h может возникнуть в соответствующем контрчлене только в форме про-
изводной.
Из таблицы и выражения (9) получаем:
для модели (6)
δ′Γ = δΓ −Nh = 4−Nh − 2Nh′; (10)
для модели (8)
δ′Γ = 4−Nh − 2Nh′ −Nv.
В динамических моделях все 1-неприводимые функции без полей отклика тожде-
ственно исчезают (их диаграммы всегда содержат замкнутые циклы запаздывающих
линий) [11]. Таким образом, для (10) достаточно рассмотреть случай Nh′ > 0. Кроме
того, стохастическая задача (3) подчиняется Галилеевой инвариантности [15]:
h(t,x)→ h(t, x‖ + ut) + ux‖ + u2t/2, h′(t,x)→ h′(t, x‖ + ut).
При добавлении скорости эта инвариантность исчезает, но возникает новая:
h(t,x)→ h(t, x‖ + ut), h′(t,x)→ h′(t, x‖ + ut), v(t,x)→ v(t, x‖ + ut)− un,
с произвольным постоянным параметром u. Эти симметрии накладывают ограничения
на форму контрчленов. В совокупности с тем фактом, что поле h может входить в кон-
трчлен только под пространственной производной, они значительно сокращают число
возможных контрчленов.
Таким образом, поверхностные УФ-расходимости в модели (6) могут быть только
в следующих 1-неприводимых функциях: 〈h′h′〉1−н, 〈h′hh〉1−н, 〈h′h〉1−н. То же верно
и для модели (8). Все эти члены присутствуют в соответсвующих действиях, делая
обе модели мультипликативно перенормируемыми. Для модели (6) перенормированное
действие можно записать в форме
SR(Φ) = 12Z1h
′h′ + h′
{
−∂t + Z⊥ν⊥∂2⊥ + Z‖ν‖ ∂2‖ +
1
2
λ‖(∂‖h)2 +
1
2
λ⊥(∂⊥h)2
}
, (11)
где ν‖, ν⊥, λ‖ и λ⊥ — перенормированные аналоги затравочных параметров. Перенор-
мировочные константы Z зависят только от полностью безразмерных параметров g‖
и g⊥ и поглощают все полюсы по ε.
Перенормированное действие (11) получается из исходного (8) перенормировкой по-
лей h→ Zhh и h′ → Zh′h′ и параметров:
λ‖0 = g‖0ν
5/4
‖0 ν
1/4
⊥0 , λ‖ = g‖ν
5/4
‖ ν
1/4
⊥ μ
ε/2, λ⊥0 = g⊥0ν
1/4
‖0 ν
5/4
⊥0 , λ⊥ = g⊥ν
1/4
‖ ν
5/4
⊥ μ
ε/2. (12)
Перенормировочные константы в уравнениях (11) и (12) связаны следующим обра-
зом:
Z1 = Z2h′ ZhZh′ = 1, Z⊥ = Zν⊥ , Z‖ = Zν‖ ,
Zg⊥ = Z
−1
h Z
−5/4
⊥ Z
−1/4
‖ , Zg‖ = Z
−1
h Z
−1/4
⊥ Z
−5/4
‖ .
(13)
354 Вестник СПбГУ. Сер. 4. Физика. Химия. Т. 3 (61). 2016. Вып. 4
Перенормировочные константы Z1, Z‖ и Z⊥ вычисляются непосредственно из диа-
грамм, затем константы в (12) находятся из (13). Перенормировочные константы можно
найти из требования, чтобы функции Грина перенормированной модели (11) были УФ-
конечны при выражении их через перенормированные переменные. В нашем случае
для модели (6) это означает, что функции Грина УФ-конечны при ε→ 0.
Для удобства введём обозначения:
g⊥ := g⊥
(
Sd
64(2π)d
)1/2
, g‖ := g‖
(
Sd
64(2π)d
)1/2
, w :=
Sd−1
2(2π)d−1
w, (14)
где Sd = 2πd/Γ(d/2) — площадь поверхности единичной сферы в пространстве размер-
ности d. Тогда вычисление в первом порядке по g‖ и g⊥ (однопетлевое приближение)
даст
Z‖ = 1 +
16
ε
( μ
m
)ε
g‖(g⊥ − g‖) d− 1
d(d + 2)
, (15)
Z⊥ = 1− 16
ε
( μ
m
)ε
g⊥(g⊥ − g‖) 1
d(d + 2)
, (16)
Z1 = 1− 8
ε
( μ
m
)ε(
2g⊥g‖
d− 1
d(d + 2)
+ g2‖
3
d(d + 2)
+ g2⊥
d2 − 1
d(d + 2)
)
. (17)
Если использовать схему минимальных вычитаний (MS), перенормировочные кон-
станты принимают вид «Z = 1 + полюсы только по ε» («и ξ» для модели (8)). Тогда,
строго говоря, в условиях нашего однопетлевого приближения мы должны сделать за-
мену d = 2 − ε → 2 в выражениях (15)–(17). Однако некоторое время мы продолжим
использовать их в прежней форме: чтобы можно было получить некоторые точные ре-
зультаты. Похожая перенормировочная схема, где размерность d удерживается в «гео-
метрических множителях», возникающих из свёрток различных проекторов, использо-
валась ранее; её справедливость и эквивалентность схеме MS была продемонстрирована
в [30].
Вернёмся к модели (8). Для неё ренормированное действие выглядит следующим
образом:
SR(Φ) = 12Z1h
′h′ + h′
{
−∂t − v∂‖ + Z⊥ν⊥∂2⊥ + Z‖ν‖ ∂2‖ +
1
2
λ‖(∂‖h)2 +
1
2
λ⊥(∂⊥h)2
}
+
+ Sv. (18)
Вычисление диаграмм даёт другое значение для Z‖:
Z‖ = 1 +
16
ε
( μ
m
)ε
g‖(g⊥ − g‖) d− 1
d(d + 2)
− w1
ξ
.
Связь ZwZ‖ = 1 будет нужна позднее для вычисления аномальных размерностей.
РГ-уравнения и РГ-функции. Кратко рассмотрим простой вывод РГ-уравнений;
детальное обсуждение можно найти в монографиях [10, 11]. РГ-уравнения пишутся для
перенормированных функций Грина GR = 〈Φ . . .Φ〉R. Они отличаются от исходных
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(неперенормированных) функций Грина G общими численными множителями (из-за
перемасштабирования полей) и другим выбором параметров (e, μ вместо e0). Таким
образом, перенормированные функции Грина также можно использовать для анали-
за критического поведения. Связь SR(ZΦΦ, e, μ) = S(Φ, e0) между функционалами (6)
и (11) (и аналогично для (8) и (18)) соответствует
G(e0, . . . ) = ZNhh Z
Nh′
h′ GR(e, μ . . . ) (19)
между функциями Грина. Здесь, как и выше, Nh и Nh′ — числа полей, входящих в G
(мы учитываем, что в модели (8) Zv = 1); e0 = {g‖0, g⊥0, ν‖0, ν⊥0} — полный набор за-
травочных параметров (для модели (8) он включает ещё и w0); e = {g‖, g⊥, ν‖, ν⊥} — их
перенормированные эквиваленты; многоточие обозначает прочие аргументы (время,
координаты, импульсы).
Мы используем символ D˜μ для обозначения дифференциального оператора μ∂μ|e0
при фиксированных затравочных параметрах. Если выразить его через перенормиро-
ванные переменные, он будет выглядеть следующим образом.
Для модели (6)
DRG ≡ Dμ + βg‖∂g‖ + βg⊥∂g⊥ − γ‖D‖ − γ⊥D⊥; (20)
для модели (8)
DRG ≡ Dμ + βg‖∂g‖ + βg⊥∂g⊥ + βw∂w − γ‖D‖ − γ⊥D⊥,
гдеDx ≡ x∂x для любой переменной x. Аномальные размерности γ для любой величины
F определяются:
γF ≡ D˜μ lnZF ; (21)
в то время как β-функции для двух безразмерных констант взаимодействия g‖ и g⊥
модели (6) будут равны:
βg⊥ = g⊥(−γg⊥ − ε/2),
βg‖ = g‖(−γg‖ − ε/2).
(22)
Чтобы вывести основные дифференциальные РГ-уравнения, мы применяем к обеим
частям равенства (19) оператор D˜μ:
{DRG +Nhγh +Nh′γh′} GR(e, μ, . . . ) = 0.
Наконец, из уравнений (13) определяются следующие соотношения между аномаль-
ными размерностями (21):
γg⊥ = γ1/2− 5γ⊥/4− γ‖/4,
γg‖ = γ1/2− γ⊥/4− 5γ‖/4.
Аномальные размерности могут быть найдены из соотношений
γg⊥ = −ε(Dg⊥ lnZg⊥ +Dg‖ lnZg⊥)/2, γg‖ = −ε(Dg⊥ lnZg‖ +Dg‖ lnZg‖)/2, (23)
получаемых из определения (21), выражения (20) для оператора D˜μ в перенормирован-
ных переменных и из того факта, что перенормировочные константы зависят только
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от двух полностью безразмерных констант взаимодействия g‖ и g⊥. В соотношениях
(23) мы оставили только члены старшего порядка в β-функциях (22), так как этого
достаточно для однопетлевого приближения.
Используя MS-схему в однопетлевом приближении, получаем:
γg⊥ = g
2
‖ + 4g‖g⊥ − g2⊥,
γg‖ = g
2
⊥ + 4g‖g⊥ − g2‖,
(24)
с точностью до поправок порядка g2‖, g
2
⊥, g‖g⊥ и выше.
Модель (8) включает ещё одну β-функцию:
βw = w(−ξ+ γ‖).
Аномальные размерности имеют следующий вид в однопетлевом приближении:
γg⊥ = g
2
‖ + 4g‖g⊥ − g2⊥,
γg‖ = g
2
⊥ + 4g‖g⊥ − g2‖ + w
g⊥
g‖
,
γ‖ = g‖(g⊥ − g‖) + w.
(25)
Неподвижные точки и скейлинговые режимы для модели без поля ско-
рости. Хорошо известно, что асимптотическое поведение (большие времена и рассто-
яния) перенормируемой теории поля определяется ИК-притягивающими неподвижны-
ми точками соответствующих уравнений РГ. В общем случае, координаты возможных
неподвижных точек находятся из требования, чтобы все β-функции обратились в нуль.
В модели (8) координаты g∗‖ , g
∗
⊥ определяются двумя уравнениями
βg‖(g
∗
‖ , g
∗
⊥) = 0, βg⊥(g
∗
‖ , g
∗
⊥) = 0, (26)
где β-функции берутся из (22). Тип фиксированной точки определяется матрицей
Ω = {Ωij = ∂βi/∂gj},
где βi — полный набор β-функций; gj = {g‖, g⊥} — полный набор констант взаимодей-
ствия. Для ИК-притягивающей неподвижной точки матрица Ω должна быть положи-
тельно определённой, т. е. вещественные части всех её собственных чисел должны быть
положительными. Обозначим их Ω1 и Ω2.
Из соотношений (24) находим:
βg⊥ = −ε/2g⊥ − 4g‖g2⊥ − g⊥g2‖ + g3⊥,
βg‖ = −ε/2g‖ − 4g2‖g⊥ − g2⊥g‖ + g3‖,
(27)
где возможны поправки порядка g2‖ и т. п.
Из уравнений (26) и (27) следует, что в модели (6) девять неподвижных точек.
1. Гауссова (свободная) неподвижная точка:
g∗⊥ = 0, g
∗
‖ = 0, Ω1 = −ε/2, Ω2 = −ε/2
(все эти выражения точные).
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2. Точки 2 и 3:
g∗⊥ = 0, g
∗
‖ = ±
( ε
2
)1/2
, Ω1 = −ε, Ω2 = ε.
3. Точки 4 и 5:
g∗⊥ = ±
( ε
2
)1/2
, g∗‖ = 0, Ω1 = ε, Ω2 = −ε.
4. Точки 6 и 7 соответсвуют чистой КПЗ-модели:
g∗⊥ = g
∗
‖ = ±i
( ε
8
)1/2
, Ω1 = ε, Ω2 = −ε/2.
5. Точки 8 и 9:
g∗⊥ = −g∗‖ = ±
( ε
8
)1/2
, Ω1 = ε, Ω2 = ε/2.
Все эти девять точек стягиваются в точку (0, 0) при d = 2. Чтобы нагляднее показать
характер этих точек, наложим ограничение g⊥ 	= 0 и сделаем замену переменных для
зарядов: g1 = g2⊥, g2 = g‖/g⊥. Тогда вместо девяти у нас будет три неподвижных точки.
1. Точка 1:
g∗1 = ε/2, g
∗
2 = 0, Ω1 = ε, Ω2 = −ε.
2. Точка 2 — точка КПЗ-модели:
g∗1 = −ε/8, g∗2 = 1, Ω1 = ε, Ω2 = −ε/2.
3. Точка 3 — ИК-устойчивая точка:
g∗1 = ε/8, g
∗
2 = −1, Ω1 = ε, Ω2 = ε/2.
Д.Вольф [15] рассматривал только случай d = 2, и для этого случая приведённые
точки находятся в согласии с его результатами.
Неподвижные точки и скейлинговые режимы для модели с полем скоро-
сти. Рассмотрим неподвижные точки модели (8). Из соотношений (25) находим:
βg⊥ = −ε/2g⊥ − 4g‖g2⊥ − g⊥g2‖ + g3⊥,
βg‖ = −ε/2g‖ − 4g2‖g⊥ − g2⊥g‖ + g3‖ − wg⊥,
βw = −ξw − wg‖(g⊥ − g‖) + w2,
с точностью до поправок порядка g4‖ и т. п. Мы также продолжаем использовать обо-
значения согласно (14). Под Ω3 будем понимать третье собственное число матрицы Ω.
Перечислим неподвижные точки с w∗ = 0.
1. Гауссова (свободная) неподвижная точка:
g∗⊥ = 0, g
∗
‖ = 0, Ω1 = −ε/2, Ω2 = −ε/2, Ω3 = −ξ
(все эти выражения точные).
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2. Точка 2 — КПЗ-точка:
g∗⊥ = g
∗
‖ = ±i
( ε
8
)1/2
, Ω1 = ε, Ω2 = −ε/2, Ω3 = −ξ.
3. Точки 3 и 4:
g∗⊥ = ±
( ε
2
)1/2
, g∗‖ = 0, Ω1 = ε, Ω2 = −ε Ω3 = −ξ.
4. Точки 5 и 6:
g∗‖ = ±
( ε
2
)1/2
, g∗⊥ = 0, Ω1 = −ε, Ω2 = ε, Ω3 = −ξ+ ε/2.
5. Точки 7 и 8:
g∗⊥ = −g∗‖ = ±
( ε
8
)1/2
, Ω1 = ε, Ω2 = ε/2, Ω3 = −ξ+ 16ε.
Эти точки устойчивы при −ξ+ 16ε > 0.
При d = 2 и ξ > 0 все точки стягиваются в (0, 0, 0) и теряют устойчивость. Та-
ким образом, включение скорости разрушает устойчивость неподвижных точек модели
Вольфа.
Дальнейший анализ неподвижных точек требует дополнительного рассмотрения,
однако, легко убедиться, что при w∗ 	= 0, неподвижные точки модели без скоро-
сти — КПЗ-точка g∗⊥ = g
∗
‖ и устойчивая точка g
∗
⊥ = −g∗‖ — перестают быть решениями
уравнений βi(g∗‖ , g
∗
⊥, w∗) = 0.
Заключение. Мы изучили две модели случайного анизотропического роста грани-
цы раздела фаз — модель Вольфа [15] и модель Вольфа под влиянием турбулентного
перемешивания, описываемого ансамблем Авельянеды—Майда [29].
Оказалось, что обе модели могут быть переформулированы как мультипликативно
перенормируемые модели с функционалами действия (6) и (8). Используя теоретико-
полевую РГ, мы установили существование ряда неподвижных точек в обеих моделях.
В модели (6) дополнительно к неподвижной устойчивой точке изотропной модели
КПЗ появилась новая ИК-устойчивая точка. При d = 2 все неподвижные точки стре-
мятся к нулю. Однако картина потоков инвариантных зарядов показывает, что сильно
взаимодействующая неподвижная точка инвариантной КПЗ-модели [22], если она дей-
ствительно существует, сохраняется и в нашей задаче, но может стать нестабильной.
В обобщённой модели (8) включение скорости приводит к разрушению стабильности
неподвижных точек исходной модели без скорости.
Дальнейший анализ неподвижных точек — предмет текущего исследования.
В нашем анализе мы использовали простейший ансамбль Авельянеды—Майда для
адвективного поля скорости. Было бы интересно рассмотреть более реалистичные мо-
дели: негауссовы, с конечным временем корреляции и др.
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